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GOdel ja aritmetiikan epataydellisyys

10.11.2006/ XV ammattikorkeakoulujen matematiikan paivat
Tenho Vanhanen, Stadia

Johdanto

- 100 vuotta Kurt Godelin (28.4.1906 - 14.1.1978) syntymasta
- 75 vuotta epéataydellisyystulosten julkaisemisesta 1931
- Loogikko Godel keskittyi tydssaan vain kaikkein vaikeimpiin kysymyksiin
- Tuloksia:

o Predikaattilogiikan taydellisyys (1930)

0 Joukko-opin valinta-aksiooman ja kontinuumihypoteesin suhteellinen ristiriidattomuus

(1937)

o Aritmetiikan epataydellisyys, ensimmainen ja toinen lause (1931)

1. epataydellisyyslause: Jokaisessa riittdvan vahvassa formalisoidussa matemaattisessa teori-
assa on lauseita, jotka ovat tosia mutta joita ei voi todistaa kyseisessé jarjestelméassa ("Tot-
uutta ja todistuvuutta ei voida samaistaa™)

2. epataydellisyyslause: Lausetta, joka ilmaisee kyseisen teorian ristiriildattomuuden, ei voida
todistaa tassa teoriassa.

- Matemaattinen logiikka = insindorikoulutuksen matematiikka

m Paradoksi

Matemaattisen logiikan suhde matematiikkaan, fysiikkaan ja tietojenké&sittelytieteeseen on
ollut hdmara ja taynna paradokseja. Esimerkiksi, eraat piirit ovat kaupitelleet Gddelin teo-
reemaa vuosisadan tarkeimpana matemaattisena tuloksena, kun se toisaalta on jadnyt lahes
merkityksettoméaksi matematiikan tutkijoiden tydssa. Miksi tiukka logiikan kurssi ei ole pakol-
linen kaikille matematiikan paaaineopiskelijoille?

- Phipp J. Davis, Is It Boole that Makes The World Go Round? Kirja-arvostelu 16.5.2000, SIAM
News (SIAM: Society for Industrial and Applied Mathematics)
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Godelin 1. ja 2. epataydellisyyslause
Uber formal unentscheidbare Satze der Principia Mathematica und verwandter Systeme |I.

Monatshefte fur Mathematik und Physik 38 (1931), vol. 38, pp. 173-198. (Principia Mathemati-
can ja sen kaltataisten jarjestelmien muodollisesti ratkeamattomista lauseista.)

Godelin P = Peanon aksioomat + Principia Mathematican logiikka

m Ensimmainen epataydellisyyslause

Jokaista w-ristiriidatonta rekursiivista kaavaluokkaa c vastaa rekursiiviset luokkasymbolit r
siten, ettd kumpikaan luvuista v Gen r tai Neg (c Gen r) ei kuulu joukkoon Flg (c) (missa v
on r:n vapaa muuttuja).

m Ensimmaisen epataydellisyyslauseen tulkinta:

Formalisoitu aritmetiikka on epéataydellinen: on olemassa tdméan teorian lause U, jolle patee
se, etta kumpikaan lauseista U tai —U ei ole todistuva.

m Toinen epataydellisyyslause

Jos P on ristiriidaton, niin lause Conp ei ole todistuva P:ssa.

Tassa Conp on P:n lause, joka koodausen valityksella sanoo, etta P on ristiriidaton.

Kansalaisuus, vaitoskirja, Habilitationsschrift

m GAdelin kansalaisuus

- Kurt Goédel syntyi Brnon kaupungissa, Itavalta-Unkarin kaksoismonarkiassa, vanhemmat
puhuivat saksaa

- 12-vuotiaana Tsekkoslovakian kansalainen I-U:n hajottua

- 23-vuotiaana opiskelijana valitsi itse Itavallan kansalaisuuden

- 32-vuotiaana automaattisesti Saksan kansalaiseksi Hitlerin liitettya Itavallan Saksaan

- 42-vuotiaana sai Yhdysvaltain kansalaisuuden. Oli muuttanut 1939-40 Yhdysvaltoihin

- Wienin yliopistoon, vaihtoi teoreettisen fysiikan matematiikkaa
- Wienin piiri: Moritz Schlick, Rudolf Carnap, Hans Hahn. Looginen empirismi - Suomi / Eino
Kaila.
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m Vaitoskirja

- Avoin ongelma Hilbert-Ackermannin logiikan oppikirjassa: Onko logiikan jarjestelma taydel-
linen?
- Godel todisti vaitéskirjassaan 1. kertaluvun predikaattikalkyylin taydellisyyden.

m Habilitationsschrift

- Wienin yliopistossa dosentin patevyyten tarvittiin vaitdskirjan jalkeen Kirjoitettu Habilitationss-
chrift
- Hilbertin ohjelma naytti tarjoavan haasteita nuorelle miehelle.

Hilbertin ohjelma

- Logisismi: matematiikka voidaan palauttaa logiikkaan. Gottlob Frege: Begriffschrift. Ber-
trand Russell & A.N.Whitehead: Principia Mathematica.

- Intuitionismi: matematiikka on mentaalisten konstruktioiden tulos. L.E.J.Brouwer (1881-
1966).

- Formalismi (todistusteoria, metamatematiikka, Hilbertin ohjelma)
o aksiomatisointi
o teoria + looginen paattely formalisoidaan, jotta
0 voidaan todistaa teorian ristiriidattomuus.

Hilbertin ohjelma: Todistetaan 1. aritmetiikan 2. analyysin ... n. koko matematiikan ristiriidat-
tomuus.

Hilbert optimistinen Bolognan matemaatikkokongressissa 1928: PA:n ristiriidattomuus OK,
analyysin ristiriidattomuus viitta vaille valmis.

Godelin tehtava todistaa Peanon aritmetiikka vahvempien jarjestelmien suhteellinen ristiriidat-
tomuus PA:n suhteen. Jos onnistuisi, Hilbertin 2. probleema (Pariisin matemaatikkokongressi
1900) olisi ratkaistu. Kavi toisin
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Kdnigsbergin symposium

- Aihe: matematiikan perusteet

- 1. paiva: Carnap esittelee logisismin, Heyting intuitonismin ja John von Neumann formal-
ismin saavutukset

- 3. paiva: Pyorean podydan keskustelussa Godel pudottaa pommin. Jokaisessa formaalissa
jarjestelmassé, jossa voidaan esittda luonnollisten lukujen keskeiset ominaisuudet, on aina
lauseita, joita ei voida todistaa eikd kumota kyseisessa jarjestelméssa, mutta jotka jarjest-
elmé&n ulkopuolelta tarkastellen ovat tosia.

- Pommi uhkaa jaada suutariksi, von Neumannia lukuunottamatta kukaan ei huomaa mitaan
erikoista

Godelin todistukset

m Formalisoitu matemaattinen teoria

Tassa esimerkkina lukuteoria eli Peanon aritmetiikka.

Symbolit:

vakiosymbolit O

muuttujat vq, v, ...

funktiosymbolit +, %, S

relaatiosymbolit ( ei ole)

identtisyyssymboli =

symbolit konnektiiveille —, A, V

kvanttorisymbolit vV, 3

sulkumerkit (, )

Termit, kaavat ja lauseet ovat merkkijonoja. Esim. v4+ 0, vi+ 0 = v; ja ((Yv1) (vi+ 0 =v1))
Aksioomat: formalisoidut Peanon aksioomat + loogiset aksioomat

Paattelysadnnot: Modus Ponens, universaali yleistys, ...

Todistus: Kaavajono A, A,, ..., A, jonka jokainen jasen on joko aksiooma tai saatu paat-
telysadnnolla jonon aiemmista jasenista.

m Teoriaan liittyvia kasitteita

Tassa esimerkkina lukuteoria eli Peanon aritmetiikka.

- Teoria T on ristiriidaton, jos mikdan muotoa (A A —A) oleva lause ei ole todistuva
- Teoria T on taydellinen, jos se ratkaisee jokaisen lauseen eli A on todistuva tai —A on todis-
tuva, kaikilla lauseilla A.
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m Godel-luvut

Merkkiin liitetaan luku, sen Godel-luku. ESm. 0~ 3, + » 4, X 5 5, ...
Merkkijonoon liitetaan Godel-luku seuraavasti: esim. 0+0x - 22 3% 53 7°
Jonoon, jonka jasenet ovat merkkijonoja, liitetddn Godel-luku samalla tavalla.

Koodauksen keskeinen idea:

- Formalisoitu teoria T otetaan matemaattisen tarkastelun kohteeksi. Toimitaan siis T:n ulko-
puolella

- Jos T on riittavan rikas (voidaan esittda osa lukuteoriasta), niin koodauksen valityksella T:n
ulkopuolella tehdyt tarkastelut voidaan tuoda T:n sisapuolelle.
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m Todistuksen keskeiset kohdat

Ratkaiseva askel Godelin todistuksessa oli osoittaa, etta

luonnollisen luvun ominaisuus “olla P:ssa todistuvan lauseen Godel-luku” on itse ilmaist-
avissa P:ssa.

Taman tuloksen avulla Godelin onnistui muotoilla P:ssa sellaisia lauseita A, jotka koodikielelle
muunnettuna ilmaisivat, ettd jokin lause B ei ole todistuva. Sille, joka ei ole perilla koodauk-
sesta, lause A nayttad luonnollisia lukuja koskevalta mutkikkaalta ja mystiselta ilmaukselta.
Mutta koodin tuntevalle kaikki salaperédisyys katoaa: merkkijono A ilmaisee lauseen, ettd
erdan merkkijonon B ilmaisema lause ei ole todistuva P:ssa. Tavallisesti A ja B ilmaisevat eri
asioita. Godel uskalsi kysyéa, voisivatko A ja B ilmaista saman asian. Vastaus on mydnteinen,
mink& Godel onnistui todistamaan. Todistuksessa han kaytti Georg Cantorilta opittua
matemaattista temppua, jota kutsutaan diagonaalimenetelmaéaksi.

Godel 16ysi siis lauseen U, jolla on seuraavat ominaisuudet

- Lause U sanoo, ettad eras lause ei ole todistuva P:ssa
- Kyseinen lause on U

- Siis lause U sanoo, etta "U ei ole todistuva P:ssa”

Katsotaan mitd tastd seuraa. Seuraavassa oletetaan, ettd P on terve jarjestelméa siind mie-
less&, etta jokainen lause jolla on todistus P:ssa, on tosi.

Jos U olisi epatosi, niin se mita U sanoo, ei pida paikkaansa, jolloin U olisi todistuva P:ssa.
Edella tehdyn oletuksen perusteella U on tosi. T&ma ristiriita osoittaa, ettd U on tosi. Talldin se
mit& U sanoo, pitdd paikkansa, joten U ei ole todistuva P:ssé. Siis

1. U on tosi lause

2. U ei ole todistuva P:ssé.

Koska U on tosi, on sen negaatio —U on epéatosi. Siten

3. U ei ole todistuva P:ssé.

Voidaan siis sanoa, etta P ei ratkaise lausetta U. Ja koska P:ss& on tallainen lause

4. P on epataydellinen.

Edellaoleva luonnehtii ensimmaisen epéataydellisyyslauseen todistusta. Tarkastellaan sitten
toisen epéataydellisyyslauseen todistusta.

Lauseen U nahtiin olevan tosi vaikkakin todistumaton P:ssa. Palautetaan mieleen, etta jarjest-
elmé P sisaltad Principia Mathematican logiikan. Koska PM on hyvin ilmaisuvoimainen, heraa
kysymys: eikd paattelya, jolla U osoitettiin todeksi, voida esittda P:ssad. Godel huomasi sen
olevan miltei mahdollista. Nimittain P:n puitteissa voidaan todistaa, etta

- jos P on ristiriidaton, niin U.

Lauseen U todistus jaa siten kiinni vain P:n ristiriidattomuudesta. Koska tiedetdan, etta U ei
ole todistuva P:ssa seuraa johtopaatos:
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5. P:n ristiriidattomuus ei ole todistuva P:ssa.

Johtopaatoksia

m Hilbertin ohjelma oli tullut tiensd paahan

Yksi Hilbertin ohjelman keskeisia tavoitteita oli todistaa Principia Mathematican kaltaisten
jarjestelmien ristiriidattomuus kayttamalla vain &aareellisia (finitaarisia) menetelmia. Nama
menetelmat olisivat olleet vain osa PM:n tarjoamista valineista. Godel oli kuitenkin osoittanut,
etta edes ilmaisuvoimainen PM (tai P) ei riita oman ristiriidattomuutensa todistamiseen. Rehell-
inen johtopaatés oli se, minka von Neumann teki: Hilbertin ohjelma oli tullut tiensa paahan
ainakin alkuperaisessa muodossaan. Gddel itse ei ollut aivan nain jyrkka. Tydnsa viimeista
edellisessa kappaleessa han toteaa, etta toinen epataydellisyyslause ei ole ristiriidassa Hilber-
tin formalistisen nakoékulman suhteen. Goédelin mukaan voisi olla olemassa P:n ristiriidat-
tomuuden &aarellisié todistuksia, joita ei voi lausua P:ssé.

Olen kuullut sanottavan, ettd Gddel oli jossain mielessa formalismin ja Hilbertin ohjelman
vastustaja. Jos tama tarkoittaa, etta Godel tutkimus lahtékohdaltaan olisi ollut toditusteorian
periaatteiden ulkopuolella ja tavoitteet olisi suunnattu jotenkin Hilbertin ohjelmaa vastaan,
niin ollaan pahasti hakoteilla. Goédel painvastoin omaksui tydssaan taydellisesti Hilbertin ohjel-
man nakoékulman. Han vain oivalsi, mita oletuksista seuraa ja oli valmis tydstamaan paattelyt
loppuun asti vaikka tulokset eivat olleetkaan kovin miellyttavia formalismin koulukunnan
nakdkulmasta katsoen.

m Totuutta ei voi samaistaa todistuvuuteen matematiikassa

Wienin piirin luottamus formalismin kaikkivoipaisuuteen on kestamé&ton
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m Todistuksen paradoksaalinen savy

Epataydellisyyslauseiden todistuksien kuvailussa kaytetty heuristinen paattely ei luonnollisesti
tayta matemaattiselle paattelylle asetettavia vaatimuksia. Godel kavi kuitenkin ty6ssaéan huolel-
lisesti lapi kaikki yksityiskohdat eika jattanyt tassa suhteessa moitteelle sijaa. Kaikesta huoli-
matta paradoksin haiva jai leijumaan todistuksen ylle. Oli vaikea uskoa, etta paattelylla, jossa
on ajanvietematematiikalle tyypillisia kaanteitd, voitaisiin todista matematiikassa mitaan kovin-
kaan syvallista.

Vastaus tdhdn moitteeseen on kaksiosainen. Ensiksi, onko tarpeen tehda ero "viihdyttavan
matematiikan” ja "vakavan matematiikan” valilla? Mitk& ovat johtopaatokset, jos erottelu
tehdaan? Onko esimerkiksi se, ettd miljoonat ihmiset paivittain tayttavat Sudoku-ruudukkoja
aikansa kuluksi, tehnyt kokonaisluvuista 1,...,9 jotenkin epailyttavia olioita, joihin vakavasti
tydhonsa suhtautuvan matemaatikon ei enéa tulisi kajota?

Toiseksi, laskettavuuden teoria (tai rekursioteoria), joka syntyi 1930-luvulla ja jonka kehit-
tymiseen Godelin ty6 vaikutti positiivisesti, tarjoaa ké&sitteitd, joiden avulla Godelin lauseet
saavat hieman abstraktimman muotoilun Gddelin artikkelissa kaytettyyn muotoiluun verrat-
tuna. Samalla paattelyista havida ajanvietematematiikan leima. Rekursioteoreettista formuloin-
tia kaytetaan useissa oppikirjoissa, esimerkkind Vaananen: Matemaattinen logiikka.

m On esimerkkeja "oikeista" Peano-aritmetiikan lauseista, jotka eivét ole todistuvia

Jeff Paris & Leo Harrington todistivat 1977 aarellinen Ramseyn lauseen lievasti modifioitu
versio on tosi mutta sita ei voi todistaa PA:ssa.

m GOdelin lauseiden kaytdnndnen merkityksesta

Mita hyotya siis Godelin nerokkaista oivalluksista on ollut konstruoitaessa satamanostureita,
suunniteltaessa sairaalan leikkaussalia tai rakennettaessa tietoverkkoja?

Nama ovat paisi hyvid kysymyksid, kysymyksi&, joihin voidaan vastata.
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m Godel Pricetonissa

Tultuaan nimitetyksi dosentiksi Wienin yliopistoon helmikuussa 1933 Gdédel sai tarjouksen
viettad akateeminen vuosi 1933-34 vastikdan Princetoniin perustetussa Institute for Advanced
Studyssa. Princetoniin keskittyi 1930-luvulla niin paljon matemaattista lahjakkuutta, etté se
ohitti lopulta Goéttingenin matemaattisen maailman keskuksena (Weyl, Einstein, von Neu-
mann).

Godel otti tarjouksen vastaan ja matkusti Yhdysvaltoihin. Kevaalla 1934 Princetonin IAS:ssa
pitamillaan luennoilla han otti kayttdodn yleisen rekursiivisuuden kasitteen. Kasite oli tarkoi-
tettu tasmalliseksi matemaattiseksi vastineeksi algoritmisesti laskettavissa olevan funktion
kasitteelle. Samassa tarkoituksessa oli Pricetonissa tydskenteleva Alonzo Church oppilaansa
Stephen Kleenen kanssa ottanut kayttéon lambda-maariteltdvyyden kasitteen. Englantilainen
Alan Turing oli samoihin aikoihin mé&aéaritellyt nk. Turingin koneen, jonka avulla algoritminen
laskettavuus voitiin myods eksplikoida kolmannella, kahden muun kasitteen kanssa
yhtapitavalla tavalla.

m L askettavuuden teorian synty. Tietokone

Oli syntynyt uusi matematiikan tai nykyisin teoreettisen tietojenkéasittelytieteen ala: laskettav-
uuden teoria. Tyo merkitsi teoreettisen perustan luomista fyysiselle tietokoneelle. Ratkaisevan
panoksen toi Turingin kehittama algoritmisen laskettavuuden malli. Turingin tydssa on
nakyvissd Godelin epataydellisyys-artikkelista saadut vaikutteet. Naita ovat diagonaalipaatte-
lyn kayttd sekd kokonaislukujen kaksoisrooli toisaalta datan ja toisaalta ohjelmien esit-
tamisessa.

Tietokoneilla ja tietokoneohjelmilla on ratkaiseva merkitys konstruoitaessa satamanostureita,
suunniteltaessa sairaalan leikkaussalia tai rakennettaessa tietoverkkoja?

Lahteet
[1] Davis, M. Tietokoneen esihistoria Leibnizista Turingiin. Vantaa 2003.

[2] Davis, M. The Incompleteness Theorem. Notices of the AMS. Vol 53, Number 4.
(Internetissa)

[3] Feferman, S. The Impact of the Incompleteness Theorems on Mathematics. Notices of the
AMS. Vol 53, Number 4. (Internetissa)

[4] Godel, K. On Formally Undecidable Propositions of Principia Mathematica and Related
Systems. Teoksessa []



TenhoVanhanen_Rovaniemi06.nb

10

[5] Hawking, S.(ed.) God Created the Integers. Philadelphia, London 2005.

Keskustelu



